
Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 1

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 +2xẋẏ)/2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 4, y(0) = 0, ẏ(0) = 1.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− ẋ2 − ẏ2 + x.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x+3y = z−5 = 5. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ
ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ñäâèãå ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x = y +z = −5 íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå δL, ñäâèãå íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè
íà δL/2 è ïîâîðîòå âîêðóã îñè x íà óãîë 2δL. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = 3x. Óêàæèòå òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.
ßâëÿþòñÿ ëè îíè íåçàâèñèìûìè?

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè x. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r2 − U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x, y′ = y − 3t,
z′ = z + 5t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò
íåêèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2−U(x1− x2)−U(x1− x3)−U(x2− x3), ãäå U(x) = 1/a2x2.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

1



Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 2

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (q2
1 + q̇1

2 + q1q̇1q̇2)/2. Íàéäèòå
çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè q1(0) = 1, q̇1(0) = 1, q2(0) = 0,
q̇2(0) = −2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2/x + ẏż/x2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 2, ẏ(0) = 2,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −2

√
1− ẋ2 − ż2 + 4x.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = z = 0. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè
äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè y ñî ñêîðîñòüþ 5 è ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x + y = z = 0 ñî ñêîðîñòüþ −2.
Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(r, t) = U(r + (2, 1, 4)t). Óêàæèòå
ïðåîáðàçîâàíèå, íå ìåíÿþùåå âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû âäîëü íàïðàâëåíèÿ (2, 3,−1). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 2ṙ2/r4 − ṙA(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x− 2t, y′ = y, z′ =
z + 5t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ − 4ϕ̇ cos θ. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = [rṙ]− 2r/r
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 3

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = xẋ2 + ẋẏ/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 0, ẏ(0) = −5.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 2ẏżex. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 1.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− 2ẋ2 − 2ẏ2 + 2y.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðå-
ìåùåíèè ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x = y − 1 = 0 ñî ñêîðîñòüþ 2. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå
âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè y ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ v è âðàùåíèè âîêðóã òîé æå îñè ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ 2v (ò.å. äâèæåíèè âäîëü âèíòîâîé ëèíèè). Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = eEx + mgz. Óêàæèòå äâà ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ.

7.Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè
ñèñòåìû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ x + 2t = 1, z = 2 + t. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r3 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x + 7t, y′ = y +
t, z′ = z, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ṙ2 − 2/r. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà A = [ṙM] + 2r/r, ãäå M � ìîìåíò
èìïóëüñà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 4

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋż+3 sinx+ẋ2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 1.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = x6ẋ2 + 3x2ẏż. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− q̇2 − Q̇2 + 3Q.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x+3z = y−2 = 2. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ
ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x+2y = y+z = 1 ñî ñêîðîñòüþ 3 è âðàùåíèè âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ 2. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ∆L = ṙ[Ar], A = (0, 0, 2). Óêàæèòå òðè
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x + y = z = 2. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ4/r5−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x− 4t, y′ = y, z′ =
z + 10t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2 − U(x1 − x2)− U(x1 − x3)− U(x2 − x3), ãäå U(x) = 4/x4.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 5

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇2 + q sin q + q̇Q̇/4. Íàéäèòå çàâèñè-
ìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè q(0) = 0, q̇(0) = 1, Q(0) = 0, Q̇(0) = −2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2x2ẏż + x6ẋ2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
6− ẏ2 − ż2 + z.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = z = 0. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè
äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè x ñî ñêîðîñòüþ 2 è ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé −x + z = 2y = 0 ñî ñêîðîñòüþ
10. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ∆L = 2 sinxż. Óêàæèòå òðè ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè y. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 4ṙ2/r2 − ṙA(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x + 2t, y′ = y −
3t, z′ = z, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò
íåêèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ − 8ϕ̇ cos θ. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = [rṙ]− 4r/r
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 6

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(ẋ+ ẏ)+xex. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 3, ẏ(0) = 1.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẏ2/y + ẋż/y. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −5

√
1− ẋ2 − ẏ2 + y.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåìå-
ùåíèè ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x + 2 = z − 1 = 0 ñî ñêîðîñòüþ −2. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå
âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè z ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ v è âðàùåíèè âîêðóã òîé æå îñè ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ −4v (ò.å. äâèæåíèè âäîëü âèíòîâîé ëèíèè). Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = −2y. Óêàæèòå òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.
ßâëÿþòñÿ ëè îíè íåçàâèñèìûìè?

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−4, 3, 1). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r5 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x, y′ = y − 7t, z′ =
z + 5t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 2ṙ2 − 7/r. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà A = [ṙM] + 7r/r, ãäå M � ìîìåíò
èìïóëüñà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 7

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋẏ/x3+4ẋ4+x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 0,
ẏ(0) = 3.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ż2 + 2ẏẋe2z. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −a

√
1− ẋ2 − ẏ2 + bx.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x+2y = z−6 = 6. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ
ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé −x + z = y = 2 ñî ñêîðîñòüþ 1 è âðàùåíèè âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ −4. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(r, t) = U(r − (−1, 1, 2)t). Óêàæèòå
ïðåîáðàçîâàíèå, íå ìåíÿþùåå âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7.Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè
ñèñòåìû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ x + 3t = 1, y = 4− t. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ4/r2−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x + 3t, y′ = y +
6t, z′ = z, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò
íåêèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2 − U(x1 − x2)− U(x1 − x3)− U(x2 − x3), ãäå U(x) = 9/x6.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 8

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2 + q2q̇2 + 2q1q̇1q̇2. Íàéäèòå

çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè q1(0) = 2, q̇1(0) = 1, q2(0) = 0,
q̇2(0) = −2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2/x+ ẏż/x2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 1.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− a2ẋ2 − a2ẏ2 + y.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = z = 0. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè
äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè z ñî ñêîðîñòüþ 2 è ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x + y = z = −2 ñî ñêîðîñòüþ
1. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = eEx + 2mgz. Óêàæèòå äâà ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x + z = y − 1 = 0. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 3ṙ2 + 3r2θ̇2 + 3r2ϕ̇2 sin2 θ − 4ϕ̇ cos θ. Ïðè êàêîì n ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ
r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî
íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ. I = [rṙ]−
2r/3r

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x + 2t, y′ = y, z′ =
z + 7t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2−U(x1− x2)−U(x1− x3)−U(x2− x3), ãäå U(x) = 1/a2x2.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 9

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2q̇(qq̇ + Q̇/q). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè q(0) = 3, q̇(0) = 1, Q(0) = 1, Q̇(0) = 2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä (ż2 + ẏẋ)/z. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîð-
äèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− q̇1

2 − q̇2
2 + 6q1.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðå-
ìåùåíèè ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé y = 2z − 1 = 0 ñî ñêîðîñòüþ 1. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå
âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè x ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ u è âðàùåíèè âîêðóã òîé æå îñè ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ u/2 (ò.å. äâèæåíèè âäîëü âèíòîâîé ëèíèè). Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ∆L = ṙ[Ar], A = (0, 3, 0). Óêàæèòå òðè
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè z. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 2ṙ2/r2 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x, y′ = y − 3t, z′ =
z + t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 5ṙ2 − 3/r. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà A = [ṙM] + 3r/r, ãäå M � ìîìåíò
èìïóëüñà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

9



Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 10

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2 + x cosx + 2ẋż. Íàéäèòå çàâè-
ñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 1, z(0) = 0,
ż(0) = −2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẏ2/y +2ẋż/y2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 1, ż(0) = 1.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
a2 − ẋ2 − ẏ2 + x.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x−6y = z−1 = 1. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ
ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé y − 2z = x = 0 ñî ñêîðîñòüþ 1 è âðàùåíèè âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ 6. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ∆L = 3xẏ. Óêàæèòå òðè ïðåîáðàçîâàíèÿ,
íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî íàïðàâëåíèÿ (0,−3,−1). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r6−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x + 4t, y′ = y, z′ =
z + t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2 − U(x1 − x2)− U(x1 − x3)− U(x2 − x3), ãäå U(x) = 2/x4.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 11

1.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ(ẏ/x3+ẋ)+x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè q1(0) = 1, q̇1(0) = 1, q2(0) = 0, q̇2(0) = −2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− q̇2 − Q̇2 + 7Q.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = z = 0. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè
äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè z ñî ñêîðîñòüþ 15 è ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x+y = z−2 = 0 ñî ñêîðîñòüþ
2. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = z. Óêàæèòå òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.
ßâëÿþòñÿ ëè îíè íåçàâèñèìûìè?

7.Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè
ñèñòåìû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ y + 4t = −2, z = 3 + t. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ − 6ϕ̇ cos θ. Ïðè êàêîì n ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ
r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî
íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ. I = [rṙ]−
3r/r

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x + 2t, y′ = y +
t, z′ = z, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2−U(x1− x2)−U(x1− x3)−U(x2− x3), ãäå U(x) = 1/a2x2.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 12

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = x2 +4ẋ2 +xẋẏ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 1, ẏ(0) = −1.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
9− ẋ2 − ẏ2 + y.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåìå-
ùåíèè ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x = y = 0 ñî ñêîðîñòüþ 4. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó,
ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè y ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ 2v è âðàùåíèè âîêðóã òîé æå îñè ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ v (ò.å. äâèæåíèè âäîëü âèíòîâîé ëèíèè). Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(r, t) = U(r + (0,−1, 4)t). Óêàæèòå
ïðåîáðàçîâàíèå, íå ìåíÿþùåå âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé −y − z = x = 1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 4ṙ2/r4 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x, y′ = y + 4t, z′ =
z + 5t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 − 5/r. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà A = [ṙM] + 5r/r, ãäå M � ìîìåíò
èìïóëüñà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 13

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẏẋ + cos(y + 2) + 2ẏ2. Íàéäèòå
çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 0,
ẏ(0) = −2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẏ2/y + ẋż/y. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− 4ẋ2 − 4ẏ2 + xẋ + y.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2y+z = x−1 = 1. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ
ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé y = x−2z = −1 ñî ñêîðîñòüþ −2 è âðàùåíèè âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ 1. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = 3eEy + mgz. Óêàæèòå äâà ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè x. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ4/r8−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x−10t, y′ = y, z′ =
z − t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2 − U(x1 − x2)− U(x1 − x3)− U(x2 − x3), ãäå U(x) = 7/x8.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 14

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2q̇ẋ+ q̇3 + qeq. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè q(0) = 1, q̇(0) = 1, x(0) = 0, ẋ(0) = 4.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = yẏ + ẋ2/x + ẏż/x2. Íàéäèòå çàâèñè-
ìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− ẏ2 − ż2/4 + z.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = y = 0. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè
äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè y ñî ñêîðîñòüþ 1 è ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé −x + z = y = 0 ñî ñêîðîñòüþ 4.
Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ∆L = ṙ[Ar], A = (1, 0, 0). Óêàæèòå òðè
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû âäîëü íàïðàâëåíèÿ (2, 1, 1). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ − 10ϕ̇ cos θ. Ïðè êàêîì n ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ
r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî
íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ. I = [rṙ]−
5r/r

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x − t, y′ = y −
3t, z′ = z, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò
íåêèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2−U(x1− x2)−U(x1− x3)−U(x2− x3), ãäå U(x) = 1/a2x2.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 15

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 3(ẋ1
2 +2x1ẋ1ẋ2)/4. Íàéäèòå çàâèñè-

ìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x1(0) = 1, ẋ1(0) = 1, x2(0) = 0, ẋ2(0) = 2.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü

êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −4

√
1− Q̇1

2 − Q̇2
2
+ 2Q1.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x + 3y = 5. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè
äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè z ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ v è âðàùåíèè âîêðóã òîé æå îñè ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ −v (ò.å. äâèæåíèè âäîëü âèíòîâîé ëèíèè). Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ∆L = −5 cos yż. Óêàæèòå òðè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7.Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè
ñèñòåìû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ −3x + 3t = 1, y = 4 + t. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 2ṙ4/r3 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x + t, y′ = y, z′ =
z + 5t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = mṙ2/2− 7/r. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà A = [ṙM] + 7r/r, ãäå M � ìîìåíò
èìïóëüñà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 16

1.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = x2+4ẋ(1+2xẏ). Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 0, ẏ(0) = 2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− ẋ2 − ẏ2 + Cy.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðå-
ìåùåíèè ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x + 2 = z = 0 ñî ñêîðîñòüþ -6. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå
âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé z = x+10y = −5 ñî ñêîðîñòüþ 2 è âðàùåíèè âîêðóã îñè z ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ −1. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = −5x. Óêàæèòå òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.
ßâëÿþòñÿ ëè îíè íåçàâèñèìûìè?

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x + 2y = 3z = −1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ6/r6−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x, y′ = y − 4t, z′ =
z + t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2 − U(x1 − x2)− U(x1 − x3)− U(x2 − x3), ãäå U(x) = a2/x2.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 17

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = xẋ(ẋ + 1) + 4ẋẏ/x. Íàéäèòå çàâèñè-
ìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 1, ẏ(0) = 1.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (q̇1
2 + q̇2q̇3)/q1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü

êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè q1(0) = 1, q̇1(0) = 2, q2(0) = 1, q̇2(0) = 1,
q3(0) = 0, q̇3(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− 4Q̇1

2 − 4Q̇2
2
+ Q2.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = z = 0. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè
äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè x ñî ñêîðîñòüþ 1 è ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x− y = −z = 3 ñî ñêîðîñòüþ
2. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(r, t) = U(r + (2,−1, 0)t). Óêàæèòå
ïðåîáðàçîâàíèå, íå ìåíÿþùåå âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè y. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ4/r6 − ṙA(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x + t, y′ = y, z′ =
z + 7t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 3ṙ2+3r2θ̇2+3r2ϕ̇2 sin2 θ−8ϕ̇ cos θ. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = [rṙ]−4r/3r
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 18

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = zż + 2ẏż + sin y + ẏ2. Íàéäèòå
çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0,
ż(0) = −2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ż2/z + zż + 2ẋẏ/z2. Íàéäèòå çàâè-
ñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
9− 4ẋ2 − 4ẏ2 + x.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x + 3y = 5. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè
äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè x ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ 3v è âðàùåíèè âîêðóã òîé æå îñè ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ −2v (ò.å. äâèæåíèè âäîëü âèíòîâîé ëèíèè). Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = 4eEx−mgz. Óêàæèòå äâà ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî íàïðàâëåíèÿ (−1,−1,−1). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 5ṙ4/r5 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x − 3t, y′ = y −
3t, z′ = z, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò
íåêèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 − 3/r. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà A = [ṙM] + 3r/r, ãäå M � ìîìåíò
èìïóëüñà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 19

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2 + 2x cosx + ẋẏ. Íàéäèòå çàâèñè-
ìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 0, ẏ(0) = −2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −2

√
1− ẋ2 − ẏ2 + 4y.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x−z = y−7 = 7. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ
ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x = y + 2z = −4 ñî ñêîðîñòüþ 3 è âðàùåíèè âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ −2. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ∆L = ṙ[Ar], A = (0, 0,−3). Óêàæèòå òðè
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7.Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè
ñèñòåìû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ 2x + 2t = 1, z = 5− t. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r10−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x+t, y′ = y−t, z′ =
z + 5t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2 − U(x1 − x2)− U(x1 − x3)− U(x2 − x3), ãäå U(x) = 16/x4.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 20

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ1(ẋ1 + ẋ2) + 3x1e2x1 . Íàéäèòå
çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x1(0) = 1, ẋ1(0) = 1, x2(0) = 0,
ẋ2(0) = −2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −5

√
1− ẋ2 − ż2 + x.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðå-
ìåùåíèè ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x = z + 2 = 0 ñî ñêîðîñòüþ -4. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå
âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè y ñî ñêîðîñòüþ 5 è ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2y − z = x = 0 ñî ñêîðîñòüþ
−2. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ∆L = −4xż. Óêàæèòå òðè ïðåîáðàçîâàíèÿ,
íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé −x + 2y = y = −5. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ6/r4 − ṙA(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x + t, y′ = y −
t, z′ = z, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 2ṙ2 +2r2θ̇2 +2r2ϕ̇2 sin2 θ−8ϕ̇ cos θ. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = [rṙ]−2r/r
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 21

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ6 + ẋẏ/x3 + 2x2. Íàéäèòå çàâèñè-
ìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 0, ẏ(0) = 2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (5ẋ2 + 2ẏż + ẋ)/x. Íàéäèòå çàâèñè-
ìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 1.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −2

√
1− 2ẋ2 − 2ẏ2 + 2x.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x + 3y = 5. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè
äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè y ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ v è âðàùåíèè âîêðóã òîé æå îñè ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ −5v (ò.å. äâèæåíèè âäîëü âèíòîâîé ëèíèè). Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = −10y. Óêàæèòå òðè ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.
ßâëÿþòñÿ ëè îíè íåçàâèñèìûìè?

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè z. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 5ṙ4/r5 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x′ = x, y′ = y − 3t, z′ =
z + t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 9ṙ2 − 9/r. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà A = [ṙM] + 9r/r, ãäå M � ìîìåíò
èìïóëüñà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �6
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Âàðèàíò 22

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = qq̇(q̇ + 2q3) + q̇Q̇/q. Íàéäèòå çàâè-
ñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè q(0) = 2, q̇(0) = 1, Q(0) = 0, Q̇(0) = 1.

2.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2/q1+q̇2q̇3/q2

1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè q1(0) = 1, q̇1(0) = 1, q2(0) = 1, q̇2(0) = 1,
q3(0) = 0, q̇3(0) = 1.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
16− ẏ2 − ż2 + y.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x−y = z+5 = −5. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ
ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x = −2y + z = 5 ñî ñêîðîñòüþ 2 è âðàùåíèè âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ 1. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(r, t) = U(r + (−2, 2, 5)t). Óêàæèòå
ïðåîáðàçîâàíèå, íå ìåíÿþùåå âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2, 7,−1). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ8/r2−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

9.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x = x′+2t, y = y′−3t, z =
z′ + 5t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2−U(x1− x2)−U(x1− x3)−U(x2− x3), ãäå U(x) = 1/a2x4.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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1.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇4+q cos q+q̇Q̇. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè q(0) = 1, q̇(0) = 1, Q(0) = 0, Q̇(0) = −2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −a

√
1/a2 − ẋ2 − q̇2 + x.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâè-
æåíèè ñèñòåìû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ −3y + 2t = 1, z = 7 − t. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó,
ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè z ñî ñêîðîñòüþ 7 è ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2z + y = x = 1 ñî ñêîðîñòüþ 2.
Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U = −eEy+3mgz. Óêàæèòå äâà ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè x. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 6ṙ4/r2 − ṙA(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x = x′, y = y′ − 2t, z =
z′ + 10t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ− 5ϕ̇ cos θ. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = [rṙ]− 5r/2r
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = xẋ(x + 2ẋ) + ẋẏ/x. Íàéäèòå çàâèñè-
ìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 3, y(0) = 0, ẏ(0) = 1.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −3

√
1− ẋ2 − ẏ2 + 10x.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðå-
ìåùåíèè ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé y + 2 = z − 3 = 2 ñî ñêîðîñòüþ -3. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå
âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî îñè z ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ 4v è âðàùåíèè âîêðóã òîé æå îñè ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ −8v (ò.å. äâèæåíèè âäîëü âèíòîâîé ëèíèè). Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ∆L = ṙ[Ar], A = (−6, 0, 0). Óêàæèòå òðè
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé −2x + y = z = 3. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 7ṙ2/r7 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x = x′, y = y′ + 7t, z =
z′ − 2t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 − 1/r. Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà A = [ṙM] + r/r, ãäå M � ìîìåíò
èìïóëüñà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ(xẋ + ẏ/x + x2). Íàéäèòå çàâèñè-
ìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(1) = 1, ẋ(1) = 2, y(1) = 0, ẏ(1) = 2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẏ2/y+ ż+ẋż/x. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü
êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1,
z(0) = 0, ż(0) = 4.

3. Íàéäèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ) çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L = −

√
1− 3ẋ2 − 3ẏ2 + 2x.

4. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå
ñèñòåìû ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x − 3y = z + 1 = −1. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå âåëè÷èíó, ñîõðàíÿþ-
ùóþñÿ ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû.

5. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíî-
âðåìåííîì ïåðåìåùåíèè ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé z = −2x−y = −4 ñî ñêîðîñòüþ 1 è âðàùåíèè âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ 7. Âàðüèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

6. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ∆L = −7yż. Óêàæèòå òðè ïðåîáðàçîâàíèÿ,
íå ìåíÿþùèõ âèä äåéñòâèÿ, è âàðüèðîâàíèåì ïîëó÷èòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.

7. Èçâåñòíî, ÷òî âèä äåéñòâèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(r, ṙ, t) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåùåíèè
ñèñòåìû âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−10,−3, 1). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Í¼òåð, íàéäèòå èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

8. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r12−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

9. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ṙ2 (ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà). Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ x = x′, y = y′ − 3t, z =
z′ + 8t, t′ = t íå îñòàâëÿåò íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ. Òåì íå ìåíåå, òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Íàéäèòå åãî, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå òåîðåìû Í¼òåð.

10. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ1
2 + ẋ2

2 + ẋ3
2 − U(x1 − x2)− U(x1 − x3)− U(x2 − x3), ãäå U(x) = 1/4x6.

Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà I = 2ẋ1ẋ2ẋ3− ẋ1U(x2−x3)− ẋ2U(x1−x3)− ẋ3U(x1−x2) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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